
Analyse quantitative et Calcul Mathématique Assisté par Ordinateur
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Description scientifique abrégée du sujet.

Dans de nombreux domaines de la recherche scientifique et technique, le progrès concret, au quotidien,
passe d’abord par une amélioration du modèle mathématique de base : il ne suffit pas que les ordinateurs
tournent plus vite, il faut aussi réfléchir à la bonne façon de les employer. C’est le cas en particulier pour
des domaines aussi fondamentaux (fondamentaux pour l’économie) que le traitement du signal (séismolo-
gie, recherche pétrolifère, acoustique sous-marine), le contrôle des systèmes (robotique, automatique), la
mécanique (système chaotiques, mécanique quantique).

Dans tous ces domaines, la difficulté provient du fait que le modèle mathématique n’est pas simple ; en
particulier il n’est pas linéaire (ceci veut dire que quand la cause est multipliée par deux, l’effet n’est pas
multiplié par deux).

L’objet mathématique de base, dans presque tous les cas, est le polynôme, à coefficients réels ou com-
plexes, en une ou plusieurs variables (et il y aura d’autant plus de variables que le modèle sera plus compliqué –
que l’on pense aux modèles d’économie). La raison est que toute fonction (raisonnablement continue) peut
être approchée par des polynômes ; on écrit les équations qui gouvernent le système (en général des équa-
tions différentielles), on approxime les solutions par des polynômes, et on se retrouve devant une ou plusieurs
équations de type polynomial.

Les polynômes sont donc des objets de base en mathématiques ; mais, de manière étonnante, les es-
timations qui les concernent sont purement qualitatives (p. ex. l’identité de Bezout) ou dépendent du
degré (l’inégalité de Bernstein en Analyse Harmonique, le théorème de Gelfond en Théorie des Nombres).

Ceci est tout à fait insatisfaisant, pour deux raisons pratiques :

La première est que des estimations précises sont souvent nécessaires, en particulier pour les calculs
numériques (et précisément lorsque le degré est élevé).

La seconde est que certaines données ne dépendent pas réellement du degré. On peut se demander,
par exemple, combien un polynôme a de racines dans le disque de centre 0 et de rayon 1/2. Une réponse
évidente est : au plus son degré, mais cette réponse est sans intérêt. La réponse correcte -et utile- est que
cela dépend du poids des termes de bas degré au sein du polynôme.

Le thème général de notre programme est de fabriquer de nouveaux instruments de mesure pour les
polynômes, de manière à obtenir des estimations quantitatives là où des renseignements qualitatifs étaient
seuls connus, ou à améliorer les estimations quantitatives lorsqu’elles existaient déjà.

Deux outils jouent un rôle essentiel : le concept de “concentration aux bas degrés” (Beauzamy-Enflo,
1985) et la “norme de Bombieri” (Bombieri, 1990). Les résultats obtenus (voir description détaillée) concer-
nent la taille des coefficients, la répartition des racines, la factorisation. Nous avons déduit de nos résultats
théoriques des algorithmes de factorisation (pour les polynômes à coefficients entiers) qui sont actuellement
utilisés par le logiciel de Calcul Symbolique Mathematica. La factorisation des polynômes est un outil
essentiel en mécanique.

La norme de Bombieri a donné naissance à une nouvelle représentation des polynômes homogènes en
plusieurs variables, sous forme d’hypercube. Cette représentation (outre son intérêt théorique fondamental)
est la clef du calcul massivement parallèle pour les polynômes en très nombreuses variables. Les algorithmes
que nous avons réalisés à la demande du Ministère de la Défense “tournent” sur Connection Machine CM2,
CM200 et CM5. L’utilisation des machines massivement parallèles pour les polynômes à très grand nombre
de variables est évidemment une nécessité, les ordinateurs séquentiels étant alors peu efficaces. Mais cette
utilisation posait des problèmes conceptuels, que nous avons résolus.
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Description technique

1. Concentration aux bas degrés et applications.

La notion de concentration aux bas degrés pour un polynôme a été introduite par Bernard Beauzamy et
Per Enflo en 1985. Elle permet d’obtenir, avec un concept unique, des résultats quantitatifs dans plusieurs
domaines des mathématiques, et gouverne divers phénomènes en apparence sans rapport entre eux, tels la
répartition des zéros, et la taille du polynôme dans un intervalle donné. De plus, les estimations obtenues
sont indépendantes du degré.

Pour les polynômes en une variable, la définition est :
Soit P (z) = a0 +a1z + · · ·+akzk + · · ·+anzn un polynôme à coefficients complexes. Soit d , 0 < d ≤ 1,

et soit k ∈ NI . Nous dirons que P a concentration d au degré k (mesurée en norme l1 ) si :
k∑

j=0

|aj | ≥ d
n∑

j=0

|aj |. (1)

Si la concentration est définie en norme l2 , la définition devient

(
k∑
0

|aj |2)1/2 ≥ d(
n∑
0

|aj |2)1/2. (2)

Sous des hypothèses de ce type, on obtient diverses estimations sur l’inégalité de Jensen ([6], [11]), et sur le
nombre de zéros d’une fonction analytique dans un disque.

Par exemple, si une fonction f de H2 vérifie (2), le nombre de ses zéros dans un disque de centre O et
de rayon r peut être majoré par un nombre ne dépendant que de d , k , r ([7]).

Sur ces questions, les résultats que nous obtenons ne sont pas optimaux, et les phénomènes correspon-
dants ne sont pas bien compris.

2. La norme de Bombieri .

Le second outil est la norme introduite par Bombieri dans Beauzamy- Bombieri-Enflo-Montgomery [13].

Pour un polynôme en une variable, P =
∑n

0 ajz
j , cette norme est définie par

[P ] = (
n∑
0

|aj |2(
n
j

) )1/2. (3)

et pour des polynômes homogènes en plusieurs variables, P =
∑

|α|=m

aα xα1
1 · · ·xαN

N :

[P ] = (
∑

|α|=m

|aα|2
α!
m!

)1/2. (4)

Elle est directement reliée à la représentation du polynôme comme “objet dans l’espace”, sous la forme
d’un hypercube (dont la dimension est égale au degré, et l’index de division est égal au nombre de variables).
Elle donne des résultats optimaux sur les produits de polynômes (à la différence de ce qui se passait avec le
concept de concentration). Précisément, l’inégalité de Bombieri s’écrit :

[PQ] ≥

√
m!n!

(m + n)!
[P ] [Q], (5)

si P , Q sont des polynômes homogènes de degré m , n respectivement. Une description générale des paires
extrémales (paires dont le produit est ou bien maximal ou bien minimal) a été donnée récemment par Bruce
Reznick [28] et Beauzamy-Frot-Millour [17]. L’application au calcul de la norme d’un opérateur différentiel
P (D) n’a pas encore été réalisée, mais devra l’être, du fait de son importance dans l’étude des Equations
aux Dérivées Partielles.
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Plus généralement, la norme de Bombieri et la représentation d’un polynôme sur hypercube donnent
un point de vue complètement neuf sur la théorie des polynômes. Cette norme est, d’une certaine façon,
de la même nature que le concept de “concentration aux bas degrés”, parce qu’elle utilise des poids sur les
différents coefficients, et que ces poids dépendent de la place du coefficient dans le polynôme (on pourrait
l’appeler “concentration bilatérale”, car les poids sont symétriques). Mais c’est un outil plus précis, et de ce
fait nous avons pour projet de reprendre l’étude des questions classiques sur les polynômes à la lumière de
ce nouveau concept. Par exemple, des versions fines de l’inégalité de Jensen, de meilleures estimations sur la
répartition des zéros, des inégalités précises sur la norme d’un opérateur différentiel, devraient pouvoir être
obtenues.
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[18] Beauzamy, Bernard – Trevisan, Vilmar – Wang, Paul : Polynomial factorizations : Sharp bounds, efficient

algorithms. Journal of Symbolic Computation, vol. 15, 1993, pp. 393–413.
[19] Chou, Sylvia : On the roots of polynomials with concentration at low degrees. Journal of Math. Analysis

and Applications, vol. 149, 2, July 1, 1990, pp. 424–436.
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