Analyse quantitative et Calcul Mathématique Assisté par Ordinateur

Un programme de recherche mené par 'Institut de Calcul Mathématique,
en collaboration avec :

— Enrico Bombieri (Médaille Fields), Professeur & 1'Institute for Advanced Study, Princeton,

~Per Enflo (Médaille d’or, Swedish Royal Society) et Paul Wang, Professeurs & I'Université de Kent
(Ohio),

— Don Burkholder (Membre de la National Academy of Sciences, U.S.A.) et Bruce Reznick, Professeurs

a I’Université d’Illinois & Urbana-Champaign.
Ce programme est actif depuis cing ans et a fait 'objet des contrats suivants :

— Délégation Générale a I’Armement, Direction des Recherches, Etudes et Techniques : contrat no
89/1377 (1989-91), Ministere de la Défense,

— Délégation Générale a I’Armement, Etablissement Technique Central de I’Armement : contrats no
20351/90, 20357/91, 20367/91, 20367-01/91, 20388/92, 20432/93, Ministere de la Défense,

— Digital Equipment Corp., contrat EERP-FR22.

11 a été sélectionné par le C.N.R.S. et la National Science Foundation (U.S.A.), au titre des programmes
de coopération France - U.S.A. (1990-93). Il est soutenu aux U.S.A. par la National Science Foundation
(grant 440272), et vient d’étre retenu par ’'OTAN au titre des programmes scientifiques de 'OTAN (CRG
930760).

11 se situe a I’“interface” entre mathématiques et informatique et peut étre complété au moyen d’autres
thémes de recherche, tels le “Calcul Scientifique”, qui concerne les ingénieurs.

mise a jour : avril 1994



Description scientifique abrégée du sujet.

Dans de nombreux domaines de la recherche scientifique et technique, le progrés concret, au quotidien,
passe d’abord par une amélioration du modele mathématique de base : il ne suffit pas que les ordinateurs
tournent plus vite, il faut aussi réfléchir a la bonne fagon de les employer. C’est le cas en particulier pour
des domaines aussi fondamentaux (fondamentaux pour I’économie) que le traitement du signal (séismolo-
gie, recherche pétrolifere, acoustique sous-marine), le controle des systémes (robotique, automatique), la
mécanique (systéme chaotiques, mécanique quantique).

Dans tous ces domaines, la difficulté provient du fait que le modele mathématique n’est pas simple ; en
particulier il n’est pas linéaire (ceci veut dire que quand la cause est multipliée par deux, effet n’est pas
multiplié par deux).

L’objet mathématique de base, dans presque tous les cas, est le polynéme, a coefficients réels ou com-
plexes, en une ou plusieurs variables (et il y aura d’autant plus de variables que le modéle sera plus compliqué —
que l'on pense aux modeles d’économie). La raison est que toute fonction (raisonnablement continue) peut
étre approchée par des polyndmes ; on écrit les équations qui gouvernent le systéme (en général des équa-
tions différentielles), on approxime les solutions par des polyndmes, et on se retrouve devant une ou plusieurs

équations de type polynomial.

Les polynomes sont donc des objets de base en mathématiques ; mais, de maniere étonnante, les es-
timations qui les concernent sont purement qualitatives (p. ex. lidentité de Bezout) ou dépendent du
degré (I'inégalité de Bernstein en Analyse Harmonique, le théoréme de Gelfond en Théorie des Nombres).

Ceci est tout a fait insatisfaisant, pour deux raisons pratiques :

La premiere est que des estimations précises sont souvent nécessaires, en particulier pour les calculs
numériques (et précisément lorsque le degré est élevé).

La seconde est que certaines données ne dépendent pas réellement du degré. On peut se demander,
par exemple, combien un polynoéme a de racines dans le disque de centre 0 et de rayon 1/2. Une réponse
évidente est : au plus son degré, mais cette réponse est sans intérét. La réponse correcte -et utile- est que
cela dépend du poids des termes de bas degré au sein du polyndme.

Le théeme général de notre programme est de fabriquer de nouveaux instruments de mesure pour les
polynémes, de maniére a obtenir des estimations quantitatives 14 ou des renseignements qualitatifs étaient
seuls connus, ou a améliorer les estimations quantitatives lorsqu’elles existaient déja.

Deux outils jouent un role essentiel : le concept de “concentration aux bas degrés” (Beauzamy-Enflo,
1985) et la “norme de Bombieri” (Bombieri, 1990). Les résultats obtenus (voir description détaillée) concer-
nent la taille des coefficients, la répartition des racines, la factorisation. Nous avons déduit de nos résultats
théoriques des algorithmes de factorisation (pour les polyndmes & coefficients entiers) qui sont actuellement
utilisés par le logiciel de Calcul Symbolique Mathematica. La factorisation des polyndémes est un outil

essentiel en mécanique.

La norme de Bombieri a donné naissance a une nouvelle représentation des polynémes homogenes en
plusieurs variables, sous forme d’hypercube. Cette représentation (outre son intérét théorique fondamental)
est la clef du calcul massivement paralleéle pour les polynomes en trés nombreuses variables. Les algorithmes
que nous avons réalisés a la demande du Ministere de la Défense “tournent” sur Connection Machine CM2,
CM200 et CM5. L’utilisation des machines massivement paralleles pour les polynémes a trés grand nombre
de variables est évidemment une nécessité, les ordinateurs séquentiels étant alors peu efficaces. Mais cette
utilisation posait des problemes conceptuels, que nous avons résolus.

1



Description technique

1. Concentration aux bas degrés et applications.

La notion de concentration auz bas degrés pour un polynoéme a été introduite par Bernard Beauzamy et
Per Enflo en 1985. Elle permet d’obtenir, avec un concept unique, des résultats quantitatifs dans plusieurs
domaines des mathématiques, et gouverne divers phénomenes en apparence sans rapport entre eux, tels la
répartition des zéros, et la taille du polynéome dans un intervalle donné. De plus, les estimations obtenues
sont indépendantes du degré.

Pour les polyndémes en une variable, la définition est :

Soit P(z) = ag+ayz+---+apz*+---+a,z" un polynéme & coefficients complexes. Soit d, 0 < d < 1,
et soit k € IN. Nous dirons que P a concentration d au degré k (mesurée en norme [y ) si :

k n
> lajl = d > ayl. (1)
=0

Jj=0

Si la concentration est définie en norme [s, la définition devient

k n
D laiHY2 = d(Y a2, (2)
0 0

Sous des hypotheses de ce type, on obtient diverses estimations sur 'inégalité de Jensen ([6], [11]), et sur le
nombre de zéros d’une fonction analytique dans un disque.

Par exemple, si une fonction f de H? vérifie (2), le nombre de ses zéros dans un disque de centre O et
de rayon r peut étre majoré par un nombre ne dépendant que de d, k, r ([7]).

Sur ces questions, les résultats que nous obtenons ne sont pas optimaux, et les phénomenes correspon-
dants ne sont pas bien compris.

2. La norme de Bombieri.

Le second outil est la norme introduite par Bombieri dans Beauzamy- Bombieri-Enflo-Montgomery [13].

Pour un polynoéme en une variable, P = Zg a;z’ , cette norme est définie par

7= (e 0
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Elle est directement reliée a la représentation du polynéome comme “objet dans ’espace”, sous la forme
d’un hypercube (dont la dimension est égale au degré, et I'index de division est égal au nombre de variables).
Elle donne des résultats optimaux sur les produits de polynémes (a la différence de ce qui se passait avec le
concept de concentration). Précisément, I'inégalité de Bombieri s’écrit :

m!n!

I el (5)

si P, @ sont des polynomes homogenes de degré m, n respectivement. Une description générale des paires
extrémales (paires dont le produit est ou bien maximal ou bien minimal) a été donnée récemment par Bruce
Reznick [28] et Beauzamy-Frot-Millour [17]. L’application au calcul de la norme d’un opérateur différentiel
P(D) n’a pas encore été réalisée, mais devra l'étre, du fait de son importance dans ’étude des Equations
aux Dérivées Partielles.



Plus généralement, la norme de Bombieri et la représentation d’'un polynéme sur hypercube donnent
un point de vue completement neuf sur la théorie des polynomes. Cette norme est, d’une certaine fagon,
de la méme nature que le concept de “concentration aux bas degrés”, parce qu’elle utilise des poids sur les
différents coefficients, et que ces poids dépendent de la place du coefficient dans le polynéme (on pourrait
Pappeler “concentration bilatérale”, car les poids sont symétriques). Mais c¢’est un outil plus précis, et de ce
fait nous avons pour projet de reprendre ’étude des questions classiques sur les polynomes a la lumiere de
ce nouveau concept. Par exemple, des versions fines de 'inégalité de Jensen, de meilleures estimations sur la
répartition des zéros, des inégalités précises sur la norme d’un opérateur différentiel, devraient pouvoir étre
obtenues.
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